Polinom Interpolasyonu
(Ara Deger Bulma)

Bir fonksiyonun sonlu sayidaki x,,x,---, x, € R noktalarinda aldigr f (x,), f (x,),..., f(x,)
degerleri bilinsin (fonksiyonun kendisi bilinmiyor). Bu noktalardan gecen n. dereceden bir tek,

— 2 n
P(x)=a,taxta,x"+..tax

polinumu vardir (i=0,1,2...,n i¢in P (x,)= f(x,)). P, (x) polinomu elde edilip bir x
noktasindaki f(x) degerinin yerine P (x) almrsa, bilinmeyen f(x) degeri yaklasik
f (x)~ f(x) =P (x) olarak hesaplanmis olur. Bu yaklasima polinom interpolasyonu (polinom
kullanarak ara deger bulma) denir.

(X, (X))
(x;, £(x)))

(X, F(x,))
noktalarindan gegen n. dereceden

— 2 n
P(x)=a,tTaxta,x"*..tax

polinumunu belirlemek i¢in

P(x)=f(x)) , i=012..n
yani,
a, tax, tax +..+tax = f(x,)
X = T %)

2
Jao Tax ta,x t..ta
a0

t

denklem siteminden a,,a,,a,,...,a, katsayilarinin belirlenmesi gerekir. Bu lineer denklem

0!y 20t

+ax +tax +.+ax' = f(x)

sistemi ¢oziilerek bu katsayilar belirlenebilir.
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katsayilar matrisi Vandermonde matrisi olarak bilinir ve singiiler degildir. Ancak zayif kosullu
oldugunda sayisal hesaplamalardaki yuvarlatma hatalarindan dolay1 problemler c¢ikabilir.
Interpolasyon polinomunu belirlemek igin degisik yontemler gelistirilmistir. Bu yontemlere
gecmeden Once asagidaki 6rnek lizerinde duralim.

Ornek 1: Siniis fonksiyonu i¢in

X, =0 sin(x,) =sin(0) =0
X, =72 sin(x,) =sin(7/2)=1
X, =7 sin(x,) =sin(7) =0
X, =37 /2 sin(x,)=sin(37/2)= "1
Xs = 27 sin(x,) =sin(27) =1
olmak iizere,
(0,0)
v
(=1
2
(7.0)
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noktalarindan gegen 4. derecen
_ 2 3 4
P (x)=a,Taxta,x"tax Ta,x

polinumunu bulmaya ¢alisalim.

Xi fxi
0 0
1.5708 1
3.1416 0
4.7124 -1
6.2832 0

>> A=[ones(5,1) xi Xi.A2 Xi"3 Xi.M]
A=
0 0 0 0

15708 24674 3.8758  6.0881

3.1416 9.8696  31.006  97.409

47124 22207 104.65  493.13
1 6.2832 39478  248.05  1558.5

>> a=inv(A)*fxi

a=

e

0
1.6977
-0.81057
0.086004



-1.0408e-017

>> p4=1.6977*x-0.81057*x"2+0.086004*x"3-1.0408*10"(-17)*x"4

p4 =16977/10000*x-81057/100000*x"2+3098620658818977/36028797018963968*Xx"3-
-3377589106476905/324518553658426726783156020576256*x"4

>> x=-1:.1:7;

>> plot(x,1.6977*x-0.81057*x.72+0.086004*x."3-1.0408*10"(-17)*x."4)
>> hold on

>> plot(x,sin(x),'r)

>> plot([-1 7], [0 0])
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x € [0,27] i¢in sin(x) degerlerinin hesaplanmasinda,
P, (x) =p4=1.6977*x-0.81057*x"2+0.086004*x"3-1.0408*10"(-17)*x"4

polinomu kullanilirsa interpolasyonda yapilan hatalar grafikteki gibi olur. Grafikte kirmizi ¢izgi
sin(x) , mavi ¢izgi P,(x) degerlerini gostermektedir.

Onceki derslerden hatirladigimiz gibi, siniis fonksiyonunun degerlerini hesaplamak
icin Taylor agilimindan faydalanilabilir. Uygun bir x, noktasi secip, bu nokta komsulugunda
gecerli olmak tizere Taylor serisindeki birkag terimin olusturdugu polinom siniis fonksiyonu
yerine kullanilabilir. Siniis fonksiyonunu x, = 7 noktas1 komsulugunda seriye acalim.

: - 1 s 1 s_ 1 7
sin(x) =~ (x= M) * —(x=7) = —(x=7)" T —(x=7) ..
6 120 720
olmak tizere,

p3(x) = ~(x~7) + %(x—ﬂ)s

fonksiyonunu siniis fonksiyonu yerine kullanalim. Asagidaki grafikte, siyah cizgi p3, kirmizi
cizgi siniis fonksiyonuna ve mavi ¢izgi yukaridaki P,(x) polinomuna aittir.



Taylor agilimindaki,
_ 1 s 1 5
PS(x) = (X =) F —=(x=7)" ——(x~7)
6 120
kisma siniis fonksiyonu yerine kullanirsak yaklasim biraz daha daha iyi olacaktir (asagidki
grafikte yesil ¢izgi).

Birinci Dereceden Polinom Interpolasyonu (Dogrusal interpolasyon)

Bir fonksiyonun x,,x, € R noktalarindaki f (x,), f(x,) degerleri bilinsin (ya da kolay
hesaplanabilsin).  x, < x <x, olmak {izere, x bir ara deger olsun ve f(x) bilinmesin (kolay
hesaplanamasin). f (x) degerini birinci derecen polinom interpolasyonu ile hesaplamaya caligalim.

(X: (X)) y .

noktalarindan gecen dogru denklemi,
(x;, £(x)))

f(x) = F(X)
Xl_XO

y_y[):m(x_xo) y m:eglm:

olmak iizere, birinci dereceden interpolasyon polinomu



Pl(X) =f (XO) + M (X — XO)
Xl - XO
olacaktir. Bu interpolasyon polinomunu,
XX, X~ X,
P(x) = P(x) “f(x)
XO B Xl Xl h XO

bigiminde yazilsin. Dikkat edilirse P,(x) polinonomu

XTX X 1
Ly(x) = ———= ~ — X
XO Xl XO Xl XD Xl
ve
X7 X, Xo 1
L, (x)= — =T + —X
Xl XO Xl XO Xl XO

Polinomlari cinsinden,
P (x) = Lo(x) " F(x)) T L(x) f(x)
olarak yazilabilir. L (x),L,(x) polinomlari i¢in

L,(x,) =1, L,(x,)=0
L,(x,)=0,L(x)~1
dir.

n. Dereceden Polinom interpolasyonu

X, X, X,,---, X, icin fonksiyon degerleri f(x,), f(x,),..., f(x,) olsun.
(g, F(X)), (%, F(x)), (X5, F(X,)),, (X, F(X,))

noktalarindan gegen n. dereceden bir P, (x ) polinomu bulunmak isteniyor. P (x) polinomu, herbiri

n

n. dereceden bir polinomolan L, (x), L,(x),..., L, (x) polinomlar: cinsinden,
P (X)) = Ly(x)  f(x,) T L(x) f(x)*T...TL (x) f(x,)
olarak yazilsi. P _(x) polinomunun,

(Xgr F0X0))s (% FOX)) (0 £0X,)) e (X0 F (X))

noktalarindan ge¢mesi igin,

P (X)) = f(x,)= L,(x,) =1, L,(x,)=0,L,(x,)=0,...,L,(x,) =0
P(x)= f(x)=L,(x)=0,L(x)~LL,(x)=0,...,L (x)=0
P.(x,) = f(x,)= L,(x,)=0,L(x,)=0,L,(x,) =1, L,(x,)=0,...,L,(x,) =0

P(x,)= f(x,)= L,(x,)=0,L,(x,)=0,L,(x,)=0,...,L,,(x,)=0,L (x,) =1
yani,



Lj(xi){z -

i #
olmali. Buna gore, L, (x)=7,L,(x)=?2,...,L (x)=?

L,(x) polinomunu gz 6niine alalim. Kendi kokleri x,, x,,---, x, cinsinden L (x)
polinumu,
L, (x)=c(X = x)(X~X,)...(x =x,)
seklinde yazilabilir. Ayrica, L, (x,) =1 olmasi gerektiginden,
1

. (Xo =X ) (X, = %,) (X, 7 X))
Ve
L,(X) = (x=x) (x=x,)...(x—x,)
(X, = %) (X, = X,). (X, = X,)
dir.

L,(x) polinumu, kendi kdkleri x,, x,,---, x, cinsinden
L, (x) e (X=X ) (X~ X,)...(x—x,)
seklinde yazilabilir. Ayrica, L,(x,) =1 olmasi gerektiginden,

1

“ (X, = X )X, = %, ) (X, X))
ve
L(x) = (Xx=%x) (x=x,)...(x—x,)
(%, 7 %Xg) (X, = X)) (x, = %,)
dir.
Benzer diisiincelerle, L, (x) polinomlari
L(x)= (X7 %) O %) (X7 X)) (X7 X)) (X7 X)) :1—"[ (x~x) i=0.1,...n

(X = X ) (X = X)) (X = X)) (X~ X)X T X)) j=0 (x;, ~ xj)
JFi

olmak tizere,

)
P (x) = ZL(x)f(x)—Z'LH(( XX’))Jf(x)

jFi

elde edilir. Bu formiil Lagrange formiilii olarak bilinir.

Ornek 2: Bir f:L — [ fonksiyonunun -1,0,1,4 noktalarindaki degerleri 3,2,4,-10 ’dur. Bu
fonksiyona 3. dereceden polinom yaklagimi yapiniz.

fx) |3 |2 |4 [-10




_(x=0) (x=1)(x—4) _x(x—1)(x—4)

L, (x)
(D (=2)"(=5) —10
_ (X1 (x=1)(x—4) _ (x+t1)(x—1)(x—4)
L, (x) = =
@ CD-(4) 4
C(xFD) x(x—4) _ x(xt1)(x—4)
L,(x)= =
(2)- @) (3) (=6)
L(x) = X (x—1) (x*+1)

60
olmak iizere,

P,(x) =2 L(x)f(x)

i=0

_XOD0CA) L CCD O (ed) L XD ) X (D) (x 1)

(710)
1o 4 (76) 60
elde edilir.
Ornek 3 i X, f(x)
0 0 1
1 1 2
2 2 4
noktalarindan gecen 2. dereceden polinomu bulunuz.
L,(x) = (X~ %) (X7 x,) L(x) = (X7 %,) (x—x,) L (x) = (X~ X,) (X~ x,)

(= %) (6= %) ) (k) (X xe) (%~ %)

(D (=2) L, (0 (x=2) , (x=0)(x-D) ,

P,(x) =
(0-1)-(0-2) 1-0)-(1-2) (2-0):(2-1)

P -1 2+1 +
, (X) EX —xt1

2.yol:  P,(x) = c,x* +¢x *,

x=0 i¢in c,=1
x=1 i¢in c,*c *c,=1

x=2 igin 4c,*t2c tc,=4



P(x)=—1 x2+—1x+1
2
2 2

Ozetlersek: Bir fonksiyonun n+1 tane noktada degeri verilsin.
X, X X

o’ 17?-"" n

f(x,), F(x),..., F(x,)

F0=P.() . P.OO=D L)), L(x)—l'[(_x)

i=0 j=0 ( X, )
j#i
P (x)= Z (H (x~ ) f(x;) Lagrange Interpolasyon Formiilii

i=0 j=0 Xi Xj
j#i

Interpolasyon polinomunun tekligi: P, (x) = a, +a,x +a,x’ +...+a_x"

a, tax, +ax +totax, = f(x,)

n

( n
Ja +ax +ax tootax = f(x)
|:

+ + + .. +tax"
a, tax tax t..tax

f(x,)

0 0

a, f(x,)

2] 0]
o || )
T
|

( )
| |
| |
| : . : : | . :
2 I
1 ox, x2o La, ] Lf(x,)]
denklem sistemindeki katsayllar matrisi bir Vandermonde matrisi oldugundan singiiler degildir ve
denklem sisteminin bir tek ¢oziimii vardir.

2 n
|(1 Xy Xy xo\|
1 % % x| o .
det| . :1:1 = H(xi—xj)io ¢linkii i # j icin x, # x,
Dol i
e )
(1 xo\
detL J=x1—x0¢0
1 x
2
l(l X, xo\|
det| 1 %, % [ 047 %) TX)(X, T Xe) = X (% T X)) F XS (X T X,) Fxg (X, Tx,) # O
2
1% x)
2
|(1 X, xo\|
det|1 x x |- X Xg T X)) T DT X X T X, xg) T DT (% X T X )
e 2]



2.0y 2.0y — 2.0y —
=X, (X X)X (X T X)) T Xy (X, T X))

Gosterim:

Af(x)= f(x+h)— f(x) olmak lizere A ileri fark operatriinii (islemcisini) gostersin. Bu lineer
operator igin,

AR (x) = AHAF(x)) =AY f(xFTh)= f(x) =AHf(x+h)= A (x)
olmak iizere, 6rnegin,

A2f(x) = AAF(x)=A F(x+h)— f(x) =Af(x+h)=Af(x)= f(x+2h)— f(x+h)— f(x+h)+ f(x)

= f(x+2h)—2f(x+h)+ f(x)
dir.

Esit Aralikhh Noktalarda Interpolasvon:

Xo ., X, noktalarii¢in x, ~x,, =h , i=1,2,..n olsun. Bu noktalardaki fonksiyon

degerleri f, = f(x,),f, = f(x)= f(x,*th),...,f = f(x,)= f(x,Tnh)

X, .-

Af, = Af(x,))= f(x,*h)= f(x,)=f ~ f,
AszZA(fl— fo)ZAfl—AfOZ(fz— f)y-—(f,-f)=f,—2f +f,
ASf = A(f,—2f+ f)=Af, —2Af +Af = (f,— f,)—2(f,— f)+(f, —f,)=f, —3f,+3f — f,
olmak tizere,
2 AS An

A
Pn(x):fo+(x—x0)'i+(x—x0)'(x—xl) fiJr(x—xo)'(x—xl)'(x—xz)' (XTI (X T X )
h 2'h 3rh

0
nth"

oldugu gosterilebilir. Bu formiildeki degerler asagidaki ileri fark tablosundan kolayca elde
edilebilir.

X f(x) X,
X, fo = T(x,)
}fl_fO
h
[fZ f1,fl f(]]
Xl fl: f(Xl) }¥=if72f+fo
2h 2n? 2
f,~ f, 1
} - }2'3h3- f,-3f,+3f - f,
[f3_f27f2 fl]
X, f, = 1(x,) Pl w ) f,-2f,+ 1,




}hoh

X, f, = f(x;)

Xn—l fnf1 =f (anl)

)

h
X, f, = £(x,)

NOT: A"f =A""f —A""f
X~ X, =sh= x=x, *sh
X=X T X, Tsh=(x, ¥h)=(s—1)h

(X=%x) (x=x)=sh-(s=1)-h

P (x)= P (x, +sh) = f, +s-Af, + S'(sl—l)_Asz+ S'(s—l;(s—Z)'MfoerJr S.(S_l).(s_?)"'(s_n-'—l)-A”fo
! ! n!
(s) (s) (s) (s)
= -A SA? A3 AT
I O e Y R ) B VY B

Gregory-Newton formiilii denir.

Onek 4:
X f(x)
-1 -3
0 1
1 0
2 4

3 3
f@L,5)=f(=)=P(—) =7
2 2

3 B 0
X=—, h=1, x—x,=sh= =s
2
5
X=X =—+t1=—=s=—h=1
2 2 2
5 (5 5 (5 5
3 5 5(5‘1] 5'(5‘“5‘2]
p3(_J:—3+_~4+ -1 + "4 =6,375
2 21 31



f (x) = x° fonksiyonu igin x € 0,6 araliginda h =1 degerini kullanarak ileri fark tablosu:

i X, f(x) Af A%f Af A% ASf A%
0 0 0
1
1 1 1 6
7 6
2 2 8 12 0
19 6 0
3 3 27 18 0 0
37 0
4 4 64 24 0
61
5 5 125 30
91
6 6 216

Ornek 6: Polinom bigiminde oldugu bilinen ancak derecesi bilinmeyen bir fonksiyon icin asagidaki

yuvarlatilmig gézlem degerleri elde edilmistir.

X, f(x,) Af A% f A®f A* £

0 1,856
1,070

1 0,786 0,436
1,506 0,075

2 0,720 0,511 0,001
2,017 0,076

3 2,737 0,587 0,002
2,604 0,074

4 5,341 0,661 0,003
3,205 0,077

5 8,606 0,738
4,003

6 12,609

a) f(2,9)=2 f(1,8) =2

b) Polinom bi¢iminde olan fonksiyonun derecesi hakkinda ne sdylenebilir?

Not: Hangi derecede degerler birbirine yakin ¢ikiyorsa polinom o derecedendir denilebilir. Bu
polinom 3. derecedendir.



